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Les 4 exercices sont indépendants

Exercice 1 Les questions 1) et 2) sont indépendantes

Une municipalité a lancé une étude concernant les problèmes liés au transport.

1) Sur une ligne de bus, une enquête a permis de révéler que le retard (ou l’avance) du bus sur l’horaire
officiel à une station donnée, peut être représenté(e) par une variable aléatoire réelle, notée X, exprimée en
minutes (mn), qui suit la loi normale N;, avec   5 et   2.

a) Calculer la probabilité p que le retard soit inférieur à 7 mn ; on vérifiera que p  0,8413.
b) Calculer la probabilité que le retard soit supérieur à 9 mn.
c) Sachant que le retard est supérieur à 3 mn, quelle est la probabilité qu’il soit inférieur à 7 mn ?

Un usager fréquente cette ligne de bus une fois par jour pendant n jours, n étant un entier naturel non
nul. Chaque jour, cet usager se présente à la station à l’horaire officiel où le bus est censé arriver. Si le bus est
là, l’usager monte dedans ; sinon, le bus est en retard et l’usager attend. On suppose que les retards journaliers
du bus sont indépendants. On suppose construit un espace probabilisé ,A,P adapté à cette expérience
aléatoire.

d) On désigne par Y la variable aléatoire réelle égale au nombre de jours où cet usager a attendu moins
de 7 mn. Donner, sans calcul mais en justifiant la réponse, la loi de probabilité de Y.

e) On désigne par Z la variable aléatoire réelle égale au rang du premier jour (s’il existe) où cet usager
a attendu moins de 7 mn ; s’il n’y a que des retards de plus de 7 mn, alors Z  0.

Déterminer la loi de probabilité de Z. Pour justifier la réponse, on pourra utiliser les événements
Ai : ”l’usager a attendu moins de 7 mn le ième jour”, pour i  1, . . . ,n.

2) Le nombre d’appels reçus par le standard d’une société de taxis pendant une période de durée t est une
variable aléatoire Yt suivant la loi de Poisson de paramètre t,  étant une constante réelle strictement positive.
Une origine de temps étant choisie, on note T la variable aléatoire réelle représentant le temps d’attente du
premier appel vers ce standard. Par convention, PT ≤ t  0 pour tout réel t  0.

a) Rappeler l’expression de la probabilité de l’événement Yt  k pour tout entier naturel k, ainsi que
l’espérance et la variance de Yt.

b) On rappelle que la fonction génératrice GYt de Yt est définie par l’expression GYtx  ∑
k0


pkxk,

avec pk  PYt  k, lorsque cette série converge.
Calculer GYtx pour tout réel x. Retrouver, en justifiant, l’espérance de Yt.

c) Justifier l’égalité des deux événements Yt  0 et T  t pour tout réel t  0.
d) En déduire, pour t  0, la probabilité de l’événement T  t, puis celle de l’événement T ≤ t.
e) Expliciter alors la fonction de répartition FT de T, et en déduire une densité de probabilité fT de T.

Reconnaître une loi usuelle ; en déduire (sans calcul) l’espérance ET et la variance VT de T.
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Exercice 2

On considère que le nombre de lapins (des deux sexes) engendrés par une lapine issue d’un élevage de
laboratoire est une variable aléatoire S à valeurs dans ℕ et dont la loi de probabilité est donnée par
PS  n  pqn, pour tout n ∈ ℕ.

1) Justifier que les paramètres p et q doivent vérifier les conditions p ∈ 0,1, q ∈ 0,1 et p  q  1.
2) Jane est une lapine issue de cet élevage. Calculer, en fonction de p et/ou q, la probabilité :

a) qu’elle n’engendre aucun lapin ;
b) qu’elle en engendre au moins 20.

3) Soit X le nombre de lapins femelles et Y le nombre de lapins mâles engendrés par Jane ; on a donc
S  X  Y. On suppose que pour tout entier naturel n, la loi de probabilité de X conditionnelle à S  n est
donnée par PX  k / S  n  n

k akbn−k, pour tout entier k tel que 0 ≤ k ≤ n, où les paramètres positifs a
et b ne dépendent pas de n et vérifient l’égalité a  b  1.

a) Interpréter cette loi conditionnelle et la signification des paramètres a et b.
b) Que vaut PX  k / S  n pour n  k ? Justifier.

4) On rappelle que pour tout entier naturel k fixé et pour tout x ∈ −1,1,

∑
nk

 n
k xn−k  1

1 − xk1 .

a) Calculer PX  k pour tout k ∈ ℕ.
b) En déduire que la loi de probabilité de X est du même type que celle de S mais avec des paramètres

différents que l’on précisera.
5) Par analogie et sans calcul, donner la loi de probabilité de Y.

Exercice 3

Soient X une variable aléatoire réelle de loi Uniforme sur l’intervalle réel 0,1, q un réel dans 0,1 et Y la
variable aléatoire définie par Y  1  lnX

lnq , où x désigne la partie entière de x.

1) Rappeler l’expression de la fonction de répartition FX de X.
2) Déterminer l’ensemble des valeurs possibles de Y.
3) Déterminer la loi de probabilité de Y. Reconnaitre une loi usuelle.

Exercice 4

1) On considère une variable aléatoire réelle U dont une densité de probabilité est la fonction fU définie

par fUx 
xe−x si x ≥ 0

0 si x  0
a) Justifier que fU est bien une densité de probabilité sur .
b) Montrer que U admet une espérance mathématique que l’on calculera. Que représente cette valeur ?

2) Soit X,Y un couple de variables aléatoires réelles dont une densité est donnée par :

fX,Yx,y 
xe−xy si x ≥ 0 et y ≥ 0
0 sinon

a) Justifier que fX,Y est bien une densité de probabilité sur 2.
b) Déterminer une densité de probabilité marginale de X.
c) Pour x  0, déterminer une densité de Y conditionnelle à X  x ; reconnaitre une loi exponentielle

dont on précisera le paramètre.
d) Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?
e) Déterminer une densité de probabilité de la variable aléatoire Z  X  Y.

2



Tableau des variables aléatoires discrètes usuelles

Nom Loi de probabilité Espérance Variance

Uniforme sur
1,2, . . . ,n

PX  k  1
n

k ∈ 1,2,… ,n
n  1

2
n2 − 1

12

Binomiale
Bn,p

PX  k  Cn
kpk1 − pn−k

k ∈ 0,1,… ,n
np np1 − p

Hypergéométrique
H N,n, N1

N

PX  k 
CN1

k CN−N1
n−k

CN
n

k compris entre
max0,n − N − N1  et minN1,n

n N1
N n N1

N 1 − N1
N

N−n
N−1

Pascal
Pr,p

PX  k  Ck−1
r−1pr1 − pk−r

k ∈ r, r  1,… 
r
p

r1 − p
p2

Poisson
P

PX  k  e− 
k

k!
k ∈ ℕ

 

Loi de Bernoulli : Binomiale B1,p  Bp
Loi Géométrique : Pascal P1,p  Gp
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Tableau des variables aléatoires à densité usuelles

Nom Densité de probabilité Espérance Variance

Uniforme sur
a,b

fx 
1

b−a si x ∈ a,b

0 si x ∉ a,b
a  b

2
b − a2

12

Normale
N,

fx  1
 2

e− 1
2 

x−
 2

 2

Chi-deux
2n

fx 
e− x

2 x n−2
2

2 n
2 Γ n

2 
si x  0

0 si x ≤ 0
n 2n

Student
Sn

fx 
1  x2

n
− 1

2 n1

n  1
2 , n

2 

0
si n ≥ 2

n
n − 2

si n ≥ 3

Fisher
Fn1,n2 

fx 
n1

n1
2 n2

n2
2 x

n1
2 −1


n1
2 , n2

2 n1xn2
1
2 n1n2

si x  0

0 si x ≤ 0

n2
n2 − 2

si n2 ≥ 3

2n2
2n1n2−2

n1n2−22n2−4

si n2 ≥ 5

Exponentielle
Exp

fx 
e−x si x ≥ 0

0 si x  0
1


1
2

Cauchy
C,

fx  
 2  x − 2

Gamma
Ga,p

fx 
ap

Γp xp−1e−ax si x  0

0 si x ≤ 0
p
a

p
a2

Beta
Bp,q

fx 
1

p,q xp−11 − xq−1 si x ∈ 0,1

0 si x ∉ 0,1
p

p  q
pq

pq2pq1
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